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1. Mean of a Linear Function of a Discrete Probability Distribution

µaX+b =
∞∑
x=0

(ax+ b)pX(x)

= a
∞∑
x=0

xpX(x) + b
∞∑
x=0

pX(x)

= aµX + b.

2. Variance of a Linear Function of a Discrete Probability Distribution

σ2
aX+b =

∞∑
x=0

(ax+ b− µaX+b)
2pX(x)

=
∞∑
x=0

(ax+ b− aµX − b)2pX(x)

= a2
∞∑
x=0

(x− µX)
2pX(x)

= a2σ2
X .

3. Mean of a Sum of Discrete Probability Distributions

µX+Y =
∞∑
x=0

∞∑
y=0

(x+ y)pX(x)pY (y)

=
∞∑
x=0

∞∑
y=0

xpX(x)pY (y) +
∞∑
x=0

∞∑
y=0

ypX(x)pY (y)

=
∞∑
x=0

[
xpX(x)

∞∑
y=0

pY (y)

]
+

∞∑
x=0

[
pX(x)

∞∑
y=0

ypY (y)

]

=
∞∑
x=0

xpX(x) + µY

∞∑
x=0

pX(x)

= µX + µY .

4. Variance of a Sum of Discrete Probability Distributions

σ2
x+y =

∞∑
x=0

∞∑
y=0

(x+ y − µX+Y )
2pX(x)pY (y)

=
∞∑
x=0

∞∑
y=0

(x+ y − µX − µY )
2pX(x)pY (y)
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=
∞∑
x=0

∞∑
y=0

(x− µX)
2pX(x)pY (y) +

∞∑
x=0

∞∑
y=0

(y − µY )
2pX(x)pY (y)

+ 2
∞∑
x=0

∞∑
y=0

(x− µX)(y − µY )pX(x)pY (y)

=
∞∑
x=0

[
(x− µX)

2pX(x)
∞∑
y=0

pY (y)

]
+

∞∑
x=0

[
pX(x)

∞∑
y=0

(y − µY )
2pY (y)

]

+ 2
∞∑
x=0

{
(x− µX)pX(x)

[
∞∑
y=0

ypY (y)− µY

∞∑
y=0

pY (y)

]}

=
∞∑
x=0

(x− µX)
2pX(x) + σ2

Y

∞∑
x=0

pX(x) + 2
∞∑
x=0

(x− µX)px(t)(µY − µY )

= σ2
X + σ2

Y .

5. Mean of a Linear Function of a Continuous Probability Distribution

µaX+b =

∫ ∞

−∞
(ax+ b)pX(x) dx

= a

∫ ∞

−∞
xpX(x) dx+ b

∫ ∞

−∞
pX(x) dx

= aµX + b.

6. Variance of a Linear Function of a Continuous Probability Distribution

σ2
aX+b =

∫ ∞

−∞
(ax+ b− µaX+b)

2pX(x) dx

=

∫ ∞

−∞
(ax+ b− aµX − b)2pX(x) dx

= a2
∫ ∞

−∞
(x− µX)

2pX(x) dx

= a2σ2
X .

7. Mean of a Sum of Continuous Probability Distributions

µX+Y =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x+ y)pX(x)pY (y) dy dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xpX(x)pY (y) dy dx+

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ypX(x)pY (y) dy dx

=

∫ ∞

−∞

[
xpX(x)

∫ ∞

−∞
pY (y) dy

]
dx+

∫ ∞

−∞

[
pX(x)

∫ ∞

−∞
ypY (y) dy

]
dx

=

∫ ∞

−∞
xpX(x) dx+ µY

∫ ∞

−∞
pX(x) dx
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= µX + µY .

8. Variance of a Sum of Continuous Probability Distributions

σ2
X+Y =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x+ y − µX+Y )

2pX(x)pY (y) dy dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x+ y − µX − µY )

2pX(x)pY (y) dy dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x− µX)

2pX(x)pY (y) dy dx+

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(y − µY )

2pX(x)pY (y) dy dx

+ 2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x− µX)(y − µY )pX(x)pY (y) dy dx

=

∫ ∞

−∞

[
(x− µX)

2pX(x)

∫ ∞

−∞
pY (y) dy

]
dx+

∫ ∞

−∞

[
pX(x)

∫ ∞

−∞
(y − µY )

2pY (y) dy

]
dx

+ 2

∫ ∞

−∞

{
(x− µX)pX(x)

[∫ ∞

−∞
ypY (y) dy − µY

∫ ∞

−∞
pY (y) dy

]}
dx

=

∫ ∞

−∞
(x− µX)

2pX(x) dx+ σ2
Y

∫ ∞

−∞
pX(x) dx+ 2

∫ ∞

−∞
(x− µX)pX(x)(µY − µY ) dx

= σ2
X + σ2

Y .

9. Mean of a Normal Distribution

µNormal[µ, σ] =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
x exp

(
−1

2

[
x− µ

σ

]2)
dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(u+ µ) exp

(
−1

2

[u
σ

]2)
du, u = x− µ

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
u exp

(
−1

2

[u
σ

]2)
du+

µ√
2πσ

∫ ∞

−∞
exp

(
−1

2

[u
σ

]2)
du

=
µ√
π

∫ ∞

−∞
e−v2 dv, v =

u√
2σ

= µ.

10. Variance of a Normal Distribution

σ2
Normal[µ, σ] =

1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x− µNormal[µ, σ])

2 exp
(
−1

2

[
x− µ

σ

]2)
dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x− µ)2 exp

(
−1

2

[
x− µ

σ

]2)
dx

=
2σ2

√
π

∫ ∞

−∞
y2e−y2 dy, y =

x− µ√
2σ
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=
2σ2

√
π

{[
−1

2
ye−y2

]∞
−∞

+
1

2

∫ ∞

−∞
e−y2 dy

}
, u = y, dv = ye−y2

=
σ2

√
π

∫ ∞

−∞
e−y2 dy

= σ2.

11. Mean of a Binomial Distribution

µBinomial[n, p] =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=1

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=1

k

[
n!

k!(n− k)!

]
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=1

n

[
(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!

]
pk(1− p)n−k

= n
n−1∑
k=0

[
(n− 1)!

k!(n− 1− k)!

]
pk+1(1− p)n−1−k

= np
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k

= np(p+ 1− p)n−1

= np.

12. Variance of a Binomial Distribution

σ2
Binomial[n, p] =

n∑
k=0

(k − µBinomial[n, p])
2

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=0

(k − np)2
(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= n2p2
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k − 2np

n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k +

n∑
k=0

k2

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= n2p2(p+ 1− p)n − 2npµBinomial[n, p] +
n∑

k=1

k2

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= n2p2 − 2n2p2 +
n∑

k=1

k

[
n!

(k − 1)!(n− k)!

]
pk(1− p)n−k

= −n2p2 + n
n∑

k=1

k

[
(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!

]
pk(1− p)n−k
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= −n2p2 + n

n−1∑
k=0

(k + 1)

[
(n− 1)!

k!(n− 1− k)!

]
pk+1(1− p)n−1−k

= −n2p2 + np

n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k

= −n2p2 + np

[
n−1∑
k=0

k

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k

]
= −n2p2 + np

[
µBinomial[n− 1, p] + (p+ 1− p)n−1

]
= −n2p2 + n(n− 1)p2 + np

= np− np2

= np(1− p).

13. Mean of a Geometric Distribution

µGeometric[p] =
∞∑
n=1

np(1− p)n−1

= p
∞∑
n=1

n(1− p)n−1

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2

∞∑
n=1

n(1− p)n−1 =
1

p2

µGeometric[p] =
1

p
.

14. Variance of a Geometric Distribution

σ2
Geometric[p] =

∞∑
n=1

(n− µGeometric[p])
2p(1− p)n−1

=
∞∑
n=1

(
n− 1

p

)2

p(1− p)n−1

=
∞∑
n=1

(
1

p2
− 2n

p
+ n2

)
p(1− p)n−1

=
1

p

∞∑
n=1

(1− p)n−1 − 2
∞∑
n=1

n(1− p)n−1 + p
∞∑
n=1

n2(1− p)n−1



PROBABILITY DISTRIBUTIONS: MEANS AND VARIANCES 7

=
1

p

[
1

1− (1− p)

]
− 2

p

∞∑
n=1

np(1− p)n−1 + p
∞∑
n=1

n2(1− p)n−1

=
1

p2
−

2µGeometric[p]

p
+ p

∞∑
n=1

n2(1− p)n−1

= − 1

p2
+ p

∞∑
n=1

n2(1− p)n−1

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2

∞∑
n=1

nxn =
x

(1− x)2

∞∑
n=1

n2xn =
(1− x)2 + 2x(1− x)

(1− x)4

=
1− x+ 2x

(1− x)3

=
1 + x

(1− x)3

∞∑
n=1

n2(1− p)n−1 =
2− p

p3

σ2
Geometric[p] = − 1

p2
+

2− p

p2

=
1− p

p2
.
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